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1 Einleitung

Die Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK, 2003, 2004a, 2004b) mit ihren
Leitideen und allgemeinen mathematischen Kompetenzen bilden die Grundlage fir die
VERGgleichsArbeiten in der 8. Jahrgangsstufe (VERA-8) im Fach Mathematik. Daher wird in
dieser didaktischen Handreichung zunachst der Aufbau der Bildungsstandards vorgestellt
(siehe Abschnitt 2, S. 3). Anschlieend werden die beiden zur Wahl stehenden Schwerpunkte
der diesjahrigen Erganzungsmodule naher erlautert: die Leitidee Zahl mit Fokus auf Anteile
sowie die Leitidee Raum und Form mit Fokus auf Ebene Geometrie (siehe Abschnitt 3, S. 6).
Dabei wird in beiden Abschnitten ein besonderes Augenmerk auf zentrale Inhalte der
Schwerpunktsetzungen gelegt. Es werden Herausforderungen geschildert und Beispiele
vorgestellt, wie Lehrkrafte mit diesen in der Unterrichtspraxis umgehen kdnnen. Des Weiteren
wird insbesondere im Bereich Ebene Geometrie aufgezeigt, wie digitale Werkzeuge
gewinnbringend in den Unterricht eingebunden werden konnen. In den dazugehdrigen
Kapiteln 3 und 4 werden auRerdem Aufgaben aus VERA-8 vorgestellt, die jeweils einem der
diesjahrigen Schwerpunkte beider Leitideen zugeordnet werden kénnen. Es werden in diesem
Rahmen Beispiele fur Aufgabenformulierungen gezeigt, welche die verschiedenen
allgemeinen Kompetenzen adressieren und zudem im Unterricht zur Forderung der

Kompetenzen herangezogen werden kdnnen.

2 Bildungsstandards und Kompetenzmodell im Fach Mathematik

Im Anschluss an die Ergebnisse grofer internationaler Vergleichsstudien —wie etwa
der PISA-Studie oder TIMSS - flhrte die Kultusministerkonferenz (KMK) ab dem Jahr 2003
Bildungsstandards flr die Facher Deutsch, Mathematik und die erste Fremdsprache
(Englisch / Franzosisch) ein'. Dies sollte Zielklarheit in Bezug auf die von Schilerinnen und
Schiilern zu erreichenden Kompetenzen in diesen Fachern schaffen sowie eine Uberpriifung
des Erreichten erméglichen (Blum, Drike-Noe, Hartung & Kdller, 2010, S. 14-16). So sollte
der Ubergang von einer sehr stark inputorientierten Steuerung im Bildungswesen zu einer
Kombination aus Input- und Output-Steuerung erreicht werden. Die zentrale Idee dabei war
es, Kriterien festzulegen, die eine landerubergreifende Standardsetzung ermdglichen.
Dadurch soll die Leistung von Lernenden bzw. Lerngruppen Uber die Grenzen eines Bundes-
landes hinaus vergleichbar erfasst werden kdnnen. Zu diesem Zweck greifen die Bildungs-
standards allgemeine Bildungsziele auf und benennen Kompetenzen, die Schilerinnen und
Schiler bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe an zentralen Inhalten erworben haben
sollen (KMK, 2003, 2004a).

1 https://www.kmk.org/themen/qualitaetssicherung-in-schulen/bildungsstandards.html
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Den Bildungsstandards fur das Fach Mathematik liegt der Anspruch zu Grunde, den Mathe-
matikunterricht allgemeinbildend zu gestalten. Dabei wird davon ausgegangen, dass ein
allgemeinbildender Mathematikunterricht Schilerinnen und Schilern die folgenden drei Grun-
derfahrungen ermdglicht (Winter, 1995, S. 37):

(1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus
Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu

verstehen,

(2) mathematische Gegenstdnde und Sachverhalte, repréasentiert in Sprache, Symbolen,
Bildern und Formeln, als geistige Schépfungen, als eine deduktiv geordnete Welt

eigener Art kennen zu lernen und zu begreifen,

(3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemldsefdhigkeiten, die (ber die

Mathematik hinausgehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben.

Eingedenk dieser drei Grunderfahrungen wurde das Kompetenzmodell im Fach Mathematik
entwickelt, welches im Folgenden erldutert wird. Das Kompetenzmodell ergibt sich nicht
allein aus der Fachsystematik, sondern ist ausgerichtet an Lernprozessen und Phanomenen
mathematischen Handelns im Unterricht und im Alltag. Es werden in diesem Modell zunachst

die folgenden drei Dimensionen unterschieden (siehe Abbildung 1):

1. Allgemeine mathematische Kompetenzen
2. Inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen, strukturiert nach Leitideen und

3. Anforderungsbereiche.

L1:  Zahl

L2: Messen

L3: Raumund Form
Anspruch Inhalte L4: Funktionaler Zusammenhang
(Anforderungsbereiche) (Leitideen) L5: Daten und Zufall

Komplexe Tatigkeiten,
Verallgemeinerungen
Zusammenhange
herstellen

Direkte, einfache
Tatigkeiten

Prozesse
(Allgemeine Kompetenzen)

K1: Mathematisch argumentieren

K2: Probleme mathematisch |6sen

K3: Mathematisch modellieren

K4: Mathematische Darstellungen verwenden

K5:  Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen

K6: Mathematisch kommunizieren

Abbildung 1: Kompetenzmodell der Bildungsstandards



Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen bilden die Prozessdimension des Modells und
beschreiben, auf welche Art mathematische Inhalte bearbeitet werden. Im Einzelnen sind dies
die Kompetenzen  mathematisch  argumentieren (K1), Probleme  mathematisch
I6sen (K2), mathematisch modellieren (K3), mathematische Darstellungen verwenden (K4),
mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5) und
mathematisch kommunizieren (K6). Diese allgemeinen mathematischen Kompetenzen sind
differenziert zu betrachten, obwohl sie im Verbund erworben und angewendet werden
koénnen, d. h. bei der Bearbeitung eines mathematischen Gegenstands oft mehrere dieser
Kompetenzen bendtigt werden. Mit der getrennten Betrachtung ist zum einen die Absicht ver-
bunden, spezifische Eigenschaften und Anforderungen von Aufgaben im Mathematikunterricht
transparent zu machen. Dies ermdglicht es, den Mathematikunterricht differenzierter zu pla-
nen. Ein mathematischer Inhalt kann den Schilerinnen und Schilern dann z. B.
entlang verschiedener, durchzufihrender Tatigkeiten zuganglich gemacht werden. Zum
anderen ermoglicht die getrennte Betrachtung von allgemeinen mathematischen Kompeten-
zen es, Schilerleistungen differenzierter zu analysieren und so gezieltere Diagnosen zu

stellen.

Die zweite Dimension des Modells, d. h. die inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen,
bilden funf Leitideen. Diese funf Leitideen sind Zahl (L1), Messen (L2), Raum und Form (L3),
Funktionaler Zusammenhang (L4) und Daten und Zufall (L5). In den Bildungsstandards wird
dazu erlautert: ,Eine Leitidee vereinigt Inhalte verschiedener mathematischer Sachgebiete
und durchzieht ein mathematisches Curriculum spiralféormig. Die Zuordnung einer
inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenz zu einer mathematischen Leitidee ist nicht in
jedem Fall eindeutig, sondern davon abhangig, welcher Aspekt mathematischen Arbeitens im
inhaltlichen Zusammenhang betont werden soll.“ (KMK, 2003, S. 18). Mit den Leitideen ist die
Absicht verbunden, Phanomene mathematischer Tatigkeiten zu beschreiben (Freudenthal,
1983). Diese Leitideen stehen zwar mit Fachgebieten der Mathematik in Verbindung, sind mit
diesen jedoch nicht identisch. Mit ihnen wird versucht zu fassen, welche mathematischen
Mittel zum Einsatz kommen, wenn eine Situation oder ein Problem im Mathematikunterricht
angegangen wird. In der Konsequenz bedeutet das, dass alle Leitideen gleichberechtigt
nebeneinanderstehen. Auch wenn der Aufbau eines an die Fachsystematik anschlussfahigen
konzeptuellen Systems Ziel des Mathematikunterrichts sein soll, sind die Leitideen und auch
die inhaltsbezogenen Kompetenzen, welche zu den einzelnen Leitideen gehdren, nicht
zuallererst der Fachsystematik verpflichtet. Es ergibt sich aus ihnen keine Hierarchie, wie es
beispielsweise in einem axiomatisch aufgebauten Fachgebiet der Mathematik der Fall ware.
Weiterhin folgen die Leitideen auch nicht einem fachdidaktischen Aufbau im Sinne einer
zeitlichen Abfolge im Lernprozess (,erst kommt das Zahlen, dann kommt das Messen, usw.“).
Sie erlauben es, bestimmte mathematische Phanomene unter einer Kategorie, d. h. einer

Leitidee, zusammenzufassen. Leitideen kdnnen als fundamentale Ideen aufgefasst werden
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(vgl. Schwill, 1993), die im Mathematikunterricht auf jedem intellektuellen Niveau vermittelt
werden konnen und in verschiedenen Gebieten eines Inhaltsbereichs vielfaltig anwendbar

sind.

Die dritte und letzte Dimension des Kompetenzmodells der Bildungsstandards bilden drei An-
forderungsbereiche. Anforderungsbereiche beschreiben unterschiedliche Niveaus, auf denen
eine bestimmte allgemeine Kompetenz zur Bearbeitung einer mathematischen
Aufgabe bendtigt wird. Es werden dabei in der Regel drei Anforderungsbereiche
unterschieden. Mit dem Anforderungsbereich| werden Anforderungen an allgemeine
Kompetenzen beschrieben, die zum Reproduzieren unterrichtlicher Inhalte befahigen. Zum
Anforderungsbereich Il zahlen solche Anforderungen an allgemeine Kompetenzen, die es
Schilerinnen und Schilern ermdglichen Zusammenhange herzustellen und Gelerntes
anzuwenden. In den Anforderungsbereich lll gehéren diejenigen Anforderungen, die es

Schilerinnen und Schulern erlauben zu verallgemeinern und zu reflektieren.

Alle Bestandteile des Kompetenzmodells sind zentrale Punkte der Bildungsstandards und ste-
hen gleichwertig nebeneinander. Im Folgenden werden ein spezieller Aspekt der Leitidee Zah/
sowie ein Aspekt aus der Leitidee Raum und Form herausgegriffen und erlautert. Dies bedeu-
tet jedoch nicht, dass andere Bestandteile der Bildungsstandards diesem Aspekt in irgendeiner
Weise nachstehen. Insbesondere die verstarkte Orientierung des Mathematikunterrichts an
den allgemeinen mathematischen Kompetenzen (Prozessdimension des
Kompetenzmodells) ist eine Errungenschaft der Bildungsstandards, die auch bei der

gesonderten Betrachtung einer Leitidee nicht in Vergessenheit geraten darf.

3 Die Leitidee Zahl

In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fur den mittleren Schulabschluss werden
unter der Leitidee Zahl verschiedene inhaltsbezogene Kompetenzen zusammengefasst.
Diese lauten (KMK, 2003, S. 10):

Die Schiilerinnen und Schiiler

e nutzen sinntragende Vorstellungen von rationalen Zahlen, insbesondere von
natirlichen, ganzen und gebrochenen Zahlen entsprechend der Verwendungsnotwen-
digkeit,

o stellen Zahlen der Situation angemessen dar, unter anderem in Zehnerpotenzschreib-
weise,

e Dbegriinden die Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterungen an Beispielen,

e nutzen Rechengesetze, auch zum vorteilhaften Rechnen,

e nutzen zur Kontrolle Uberschlagsrechnungen und andere Verfahren,

e runden Rechenergebnisse entsprechend dem Sachverhalt sinnvoll,
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e verwenden Prozent- und Zinsrechnung sachgerecht,

o erldutern an Beispielen den Zusammenhang zwischen Rechenoperationen und deren
Umkehrungen und nutzen diese Zusammenhénge,

e wdhlen, beschreiben und bewerten Vorgehensweisen und Verfahren, denen
Algorithmen bzw. Kalkiile zu Grunde liegen,

e fiihren in konkreten Situationen kombinatorische Uberlegungen durch, um die Anzahl
der jeweiligen Méglichkeiten zu bestimmen,

e priifen und interpretieren Ergebnisse in Sachsituationen unter Einbeziehung einer kri-

tischen Einschétzung des gewéhlten Modells und seiner Bearbeitung.

Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Hauptschulabschluss beinhalten zur
Leitidee Zahl weitestgehend dieselben inhaltsbezogenen Kompetenzen (KMK, 2004a). Dort
wird allerdings dem (Kopf-)Rechnen noch eine gréfRere Rolle zugeschrieben, wohingegen zum
Beispiel Begrundungen zur Notwendigkeit von Zahlbereichserweiterungen nicht gefordert wer-
den. Auch ohne die explizite Nennung der Notwendigkeit fir Zahlbereichserweiterungen neh-
men diese eine zentrale Stellung im Rahmen der Leitidee Zahl und im
Mathematikunterricht der Sekundarstufe | ein (Hefendehl-Hebeker & Prediger, 2006; Hefen-
dehl-Hebeker & Schwank, 2015). Die Schulerinnen und Schuler sollen ein Verstandnis dafur
entwickeln, was natrliche, rationale und spater auch reelle Zahlen ausmachen und wieso die
sukzessive Erweiterung des Zahlbereichs im Laufe der Schulzeit sinnvoll ist. Hefendehl-He-
beker und Schwank (2015) geben funf Leitfragen an, die in diesem Kontext als
Orientierung dienen kénnen. Die erste Leitfrage bezieht sich auf die Erscheinungsform der
Zahlen, das heil3t, wie sich beispielsweise rationale Zahlen von natirlichen Zahlen
unterscheiden. AuRerdem sei es wichtig zu hinterfragen, welche Art von Phdnomenen
mithilfe der Zahlen beschrieben werden kénnen und welche neuen Verstédndigungsméglich-
keiten entstehen. Bezogen auf das gewahlte Beispiel von natlrlichen und rationalen Zahlen
beinhaltet dies auf der phanomenologischen Ebene unter anderem die Beschreibbarkeit von
Verteilungsprozessen (,Luisa bekommt 1/8 des Kuchens, Emil bekommt 1/4 davon und
Fabienne die restlichen 5/8.%). Die beiden letzten aufgeworfenen Fragen betreffen zum einen
die Anwendbarkeit von (bekannten) Rechenoperationen und mdoglicherweise notwendige
Adaptionen. Zum anderen wird die Frage gestellt, welche arithmetischen Spielrdume sich

durch die Zahlbereichserweiterung ergeben.

In den folgenden drei Unterkapiteln werden Anteile und damit die Zahlbereichserweiterung von
den naturlichen zu den positiven rationalen Zahlen genauer in den Blick genommen. Dabei
wird zundchst dargestellt, wie Anteile im Laufe der Schulzeit thematisiert werden.
Einen weiteren wichtigen Aspekt stellen die (Grund-)Vorstellungen von Anteilen (im Rahmen
der Bruchrechnung) dar, die Schilerinnen und Schiler aufbauen sollen. Nach den

allgemeinen Erlauterungen wird exemplarisch erortert, wie die Zahlbereichserweiterung der



nattrlichen zu den positiven rationalen Zahlen (Bruchzahlen) sinnstiftend vermittelt werden
kann. Schlie3lich werden VERA-8 Aufgaben vorgestellt, die die Vorstellungen zu Anteilen ab-
prufen. Dabei wird insbesondere darauf eingegangen, welche allgemeinen Kompetenzen ne-

ben adaquaten Grundvorstellungen zur Losung der Aufgaben bendtigt werden.

3.1 Schwerpunktthema: Anteile

In der Grundschule wird der Fokus auf die natlrlichen Zahlen gelegt und die Schiilerinnen und
Schiler sollen zunéachst ein elementares Verstandnis des dezimalen Stellenwertsystems der
positiven Zahlen bis 1000 000 und der vier Grundrechenarten aufbauen (KMK, 2004b).

In der Sekundarstufe | wird dieses Verstandnis vertieft und erweitert (KMK, 2003, 2004a). Re-
lativ zu Beginn der Sekundarstufenzeit erfolgt in der Regel die erste Zahlbereichserweiterung
der naturlichen zu den positiven rationalen Zahlen (Padberg & Wartha, 2017). Mit Einfuhrung
von Brichen werden Anteile im Mathematikunterricht erstmalig differenzierter in den Blick ge-
nommen2. So gibt es verschiedene Grundvorstellungen zu Briichen, die sich
(mindestens)? in die beiden Kategorien ,Bruch als Anteil“ und ,Bruch als Operator* aufteilen
lassen (vgl. Abbildung 2), wobei die erste Kategorie den heutigen Mathematikunterricht
dominiert (Padberg & Wartha, 2017).

Anteile spielen auch in spateren Themen der Sekundarstufe eine wichtige Rolle. Im Bereich
der Leitidee Zahl betrifft das insbesondere die Prozentrechnung sowie die Zinsrechnung.
Beide Themen kdnnen als spezielle Anwendungsgebiete der Bruchrechnung gesehen
werden (Gellner, 2011; Zech, 1995). Fir beide Themen stellen daher der Anteilsbegriff sowie
die Bruchrechnung wichtige Lernvoraussetzungen dar, weshalb diesen unter anderem ein be-

sonderer Stellenwert beigemessen wird (Padberg & Wartha, 2017; Wessel, 2015).

a) b) Wie viel Euro sind

3/4 von 1200€7?

Abbildung 2: Grundvorstellungen zu Briichen: a) Bruch als Anteil: Ein Pizzastlick als Visualisierung
der "Teil eines Ganzen"-Vorstellung, b) Bruch als Operator: Diese Grundvorstellung wird auch ,Anteil-
von“-Vorstellung genannt, z. B. einen Anteil von einem Geldbetrag berechnen.

2 Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass auch in der Grundschule, zum Beispiel im Rahmen
der Kombinatorik, schon der Begriff der Anteile intuitiv vorbereitet wird.

3 Vgl. Wartha und Glse (2009, S. 263): ,In der Literatur finden sich zahlreiche Aufzahlungen an
Interpretationen von Bruchzahlen®. Beispielsweise werden diese diskutiert von Malle (2004).
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Der zuvor erwéahnte Ubergang von den natiirlichen Zahlen zu den (positiven) rationalen
Zahlen — und damit zu Briichen — ist mit Grundvorstellungsumbrichen verbunden, was diese
Zahlbereichserweiterung zu einer besonderen Herausforderung werden lasst (Tabelle 1;
vgl. Wartha & Glse, 2009; Winter, 1999). Grundvorstellungen bezeichnen allgemein
inhaltliche Deutungen zu mathematischen Begriffen, die diesen Sinn geben kdnnen. Sie sollen
dazu befahigen, Operationen auf der Vorstellungsebene durchzufiihren und mathematische
Begriffe in realen Kontexten zu verwenden (Vom Hofe, 1992). Ein Ziel des Mathematikunter-
richts sollte die Vermittiung mehrerer Grundvorstellungen sein, damit die Schilerinnen und
Schiuler dazu befahigt werden, sich umfassend und flexibel mit einem Begriff oder einem Sach-
verhalt zu beschaftigen und diesen anzuwenden (Greefrath, Oldenburg, Siller, Um & Wei-
gand, 2016). Fur die Grundvorstellung eines Bruches als Anteil werden zwei untergeordnete
Grundvorstellungen genannt, bei denen ein Bruch als Teil eines Ganzen oder als Teil mehrerer
Ganzer verstanden wird (Padberg & Wartha, 2017). Ein Bruch als Teil eines
Ganzen stellt die intuitivere Vorstellung dar. Haufig werden geometrische Objekte genutzt, um
,das Ganze" zu visualisieren und anschaulich in Teilstlicke teilen zu kénnen (vgl. Abbildung 2).
Dies kann sowohl auf ikonischer Ebene, durch Zeichnungen, als auch auf enaktiver Ebene,
durch Falten von Papier, geschehen. Zu beachten ist hierbei, dass den Schilerinnen und
Schiulern vermittelt wird, dass es zum Beispiel nicht ,das Drittel” gibt, sondern unterschiedliche

,Ganze" auch verschiedene Drittel-Flachen ergeben kénnen (vgl. Abbildung 3).

Abbildung 3: Visualisierungen verschiedener ,Drittel-Fldchen*

Die Vorstellung eines Bruchs als Teil mehrerer Ganzer stellt eine groltere Herausforderung
dar. Den Schilerinnen und Schilern muss vermittelt werden, dass eine Kombination
mehrerer Teile ,das Ganze“ darstellen kann (vgl. Abbildung 4). Bei der ,Teil mehrerer
Ganzer“-Vorstellung steht dabei eine gerechte Aufteilung im Fokus. Es geht also ,um die ex-
plizite Betrachtung mehrerer identischer Ganzer, etwa drei gleich grof3e[r] Pizzen, drei[er] Tu-
ten mit je acht Bonbons, drei identisch unterteilte[r] Rechtecke® (Reinhold, 2019).*

Es kann eingangig verdeutlicht werden, dass es eine Vielzahl an Moglichkeiten gibt, Anteile
mehrerer Ganzer zu verteilen. In dem Kontext aus Abbildung 4 kénnte man zum Beispiel die
Frage stellen:

.Wie viel Pizza bekommen drei Personen, wenn vier Pizzen gerecht verteilt werden sollen?*.

4 Eine diskrete Menge mehrerer zum Beispiel geometrischer Objekte, die nicht gerecht verteilt werden
soll, wirde der Grundvorstellung , Teil eines Ganzen“ zugeordnet werden, wobei ,das Ganze® erkannt
werden muss als eine aus mehreren Teilen bestehende, diskrete Menge (Reinhold, 2019).
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Es gibt viele verschiedene

Verteilmdglichkeiten. Im Beispiel kdnnte man in diesem Sinne jeder Person etwas von jeder

auch innerhalb gerechter Anteilsbestimmungen sehr
Pizza geben oder die Pizzen nacheinander verteilen, so dass nicht zwingend jeder etwas von

allen Pizzen erhalt.

g

@ B W

.
&
¢

Abbildung 4: Das ,Ganze“ kann auch aus mehreren Ganzen bestehen. Anschaulich dargestellt zum
Beispiel durch vier Pizzen, die gerecht verteilt werden sollen.

In Tabelle 1 werden Umbriiche von den natirlichen zu Bruchzahlen dargestellt (Hefendehl-
Hebeker & Prediger, 2006). Sie werden dabei in zwei Kategorien zu Grundvorstellungen — zu
den Zahlen bzw. zu den Rechenoperationen — sowie in Umbriiche in den Bereichen der Zahl-
darstellung und der Ordnungsrelationen aufgeteilt. Im Rahmen der Grundvorstellungen von
Zahlen werden neben der Betrachtung von Anteilen noch andere Interpretationen von Bruch-
zahlen aufgeflhrt, die durchaus relevant sind, jedoch aufgrund der hiesigen Fokussierung auf

Anteile an dieser Stelle nicht weiter ausgefihrt werden.

Tabelle 1: Ubersicht zu Umbriichen in den Vorstellungen zu Zahlen und Operationen bei der Zahlbe-
reichserweiterung von N zu Q*

Natrliche Zahlen Bruchzahlen

Grundvorstellungen
zu den Zahlen

Beschreiben in erster Linie Anzahlen, Ord-
nungszahlen, auch als Rechenzahlen ver-

wendet

Dienen zur Beschreibung von Anteilen eines
Ganzen, Verteilsituationen, multiplikativen
Vergleichen, relativen Anteilen, Verhaltnis-

sen

Zahldarstellung

Eindeutige Zuordnung eines Zahlzeichens
im dezimalen Stellenwertsystem,
basierend auf der Idee der Zehnerbilinde-

lung

Darstellung nicht eindeutig: eine Bruchzahl
kann durch unendlich viele Briiche oder eine
Dezimalzahl oder Prozentzahl dargestellt

werden

Ordnungsrelation

Interpretiert als ,weniger als“ (Anzahlen)

bzw. ,friher als* (Ordnungszahlen)

Jede Zahl hat einen eindeutigen Nachfolger

Interpretation als ,weniger als“ unproblema-

tisch

Rechnerische Ausflihrung schwieriger als

Interpretation

Kein eindeutiger Nachfolger, da Briiche

dicht liegen
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Grundvorstellungen | Addition: Hinzufugen, Zusammenfiigen Addition und Subtraktion bleiben der Vor-
fur Operationen Subtraktion: Wegnehmen, Vermindern stellung nach gleich

Multiplikation: fortgesetztes Hinzufiigen Der Einfachheit der Vorstellung entspricht

Division: Verteilen, Einteilen keine vergleichbare Einfachheit der Durch-

fuhrung

Multiplikation und Division mit eingeschrank-

ten und modifizierten Interpretationen
Rechnerische Ausfliihrung einfach

Neue Ordnungseigenschaften fiir Multiplika-

tion/Division

Aus der Tabelle geht hervor, dass es eine Vielzahl an Diskontinuitdten in anderen Bereichen
gibt, die die Zahlbereichserweiterung zu einer Herausforderung machen. Insbesondere gilt
dies fur die Uneindeutigkeit der Zahldarstellungen von Briichen und eine Variation des Ver-
standnisses der Multiplikation und Division (vgl. Tabelle 1). Allen drei Umbrichen sollte daher
bei der EinflUhrung von Bruchzahlen im Mathematikunterricht besondere Aufmerksamkeit ge-
widmet werden (Padberg & Wartha, 2017). Prediger (2006) schlagt in diesem Kontext ein vor-

stellungsorientiertes Vorgehen vor, welches im nachsten Abschnitt ndher betrachtet wird.

3.2 Vorstellungen zum Umgang mit Bruchzahlen entwickeln

Statt die Gleichwertigkeit verschiedener Briiche formal durch das Erweitern und Kirzen von
Briichen einzuflihren, empfiehlt Prediger (2006) die Uneindeutigkeit der Zahldarstellung bei
Briichen vorab als inhaltliches Konzept aufzubauen. Dafur schlagt sie einen sechsschrittigen
Lernweg vor, bei dem das rechnerische Erweitern und Kirzen entdeckend erfahrbar

gemacht werden soll:

LJLernende...
1. ... entdecken, dass es unterschiedliche Briiche gibt, die denselben Anteil oder eine ver-
wandte Verteilungssituation beschreiben. Diese Briiche nennen wir gleichwertige
Briiche.
2. ... erkldren in unterschiedlichen inhaltlichen Deutungen, wieso zwei Briiche gleichwertig
sind [...].
3. ... finden zu einer Bruchzahl méglichst viele gleichwertige Briiche.
4. ... entdecken das Erweitern und Klirzen als Moglichkeit, auf der rechnerischen Ebene
sehr schnell gleichwertige Briiche zu finden.
5. ... gewinnen Vertrauen in den Kalkil durch mehrmaliges Uberpriifen, dass die
inhaltliche und die formale Ebene zusammenpassen. (Erhalte ich durch Kiirzen wirklich
gleichwertige Briiche?)
6. Nochmalige Deutung des Kalkiils auf der inhaltlichen Ebene: Erweitern lasst sich

deuten als Verfeinern von Anteilen, Kiirzen als Vergrébern®. (Prediger, 2006, S. 9)
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Die Schulerinnen und Schiler lernen auf diesem Wege zunachst auf ikonischer und auf
enaktiver Ebene die Gleichwertigkeit von Brichen kennen. Anschlielend werden auf
verstandnisorientierter Ebene Erklarungen fir verschiedene (Sach-)Situationen gesucht, um
spater auf formaler Ebene das Kirzen und Erweitern von Brlichen als sinnvolle rechnerische
Methode und sogar Erleichterung des Erkennens von Vielfachen wahrzunehmen. Dabei
sollte auch nach Einfiinrung und Uben des Kalkiils nicht vergessen werden, die inhaltliche —

verstandnisorientierte — Ebene zu betonen.

Im Bereich der Multiplikation von Briichen bedingen sich laut Prediger (2006) gleich mehrere
Herausforderungen durch inhaltliche Vorstellungen, die die Schilerinnen und Schiiler bis dato
zur Multiplikation verinnerlicht haben. Dies betrifft zum einen die Vorstellung der
Multiplikation als ,mehr werden®, als ,fortgesetztes Hinzufligen®, wie es im Abschnitt zuvor in
Tabelle 1 genannt wurde. Dass die Multiplikation zweier Briche eine Zahl ergeben kann, die
kleiner ist als beide Briiche, widerspricht dieser — flir natlrliche Zahlen durchaus korrekten —
Vorstellung. Ein Umdenken und die Erweiterung der Vorstellungen zur Multiplikation als
~2Anteil-Nehmen® sind notwendig. Zum anderen kann es problematisch sein, wenn die Grund-
vorstellung des Bruchs als Anteil, wie sie eben geschildert wurde, im Vergleich zu der eines
Bruchs als Operator zu sehr Uberbetont wird. Die Operatorvorstellung findet sich in der Litera-
tur oft umschrieben als ,Von-Ansatz" (Padberg & Wartha, 2017, S. 20). Hierbei wird ein Bruch
dazu genutzt, um multiplikative Handlungsweisen, die auf Grélken angewendet
werden, in Kirze zu beschreiben (Padberg & Wartha, 2017; vgl. Abbildung 2b). Bei der
Multiplikation von Briichen ist es notwendig, beide Vorstellungen zu kombinieren, und einen

der Briiche als Operator, den anderen als Anteil von diesem Operator zu verstehen. Die Rech-

1 2 1 . . 2 1 . .
nung-- - =< soll demnach so verstanden werden, dass die Halfte von genau ¢ ergibt. Diese

Betrachtung vereinfacht die Plausibilitat von § < g als Lésung der Rechnung, da das oben

beschriebene Umdenken hin zur Multiplikation als ,Anteil-Nehmen® geschehen kann. Prediger
(2006) schlagt auch im Rahmen der Multiplikation vor, nicht kalkil- sondern
verstandnisorientiert vorzugehen. Wird zunachst vermittelt, dass bei der Multiplikation zweier
Briiche ,Anteile von Anteilen” gebildet werden, so kdnnen — wie schon bei dem Erweitern und
Kirzen von Brichen — die ,formale[n] Rechenregeln als hilfreiche Verkiirzungen eines bereits
durchdrungenen Vorgehens® erfasst und gewurdigt werden (Prediger, 2006, S. 9). Ebenso
parallel zu dem eben geschilderten Vorgehen bieten sich fir das Entdecken der
Multiplikationsregeln enaktive und ikonische Darstellungen an. Die Schilerinnen und Schuler
kénnen zum Beispiel ikonisch durch passende Zeichnungen selbst auf die Multiplikationsregel

LZahler mal Zahler und Nenner mal Nenner“ kommen.
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Abbildung 5: Ikonische Darstellung der Multiplikation zweier positiver Bruchzahlen

Dabei kann auf bekannte Operationen aus dem Bereich der Geometrie wie die Berechnung
von Flacheninhalten zuriickgegriffen werden, um den Multiplikationsbegriff auch wirklich auf

der Vorstellungsebene zu erweitern (vgl. Abbildung 5).

3.3 Anteile in den VERA-8 Erhebungen

Auf den vorangegangenen Seiten wurden insbesondere verschiedene (Grund-)Vorstellungen
zu Anteilen thematisiert. In diesem Abschnitt werden exemplarisch Aufgaben der
vergangenen VERA-8 Erhebungen vorgestellt, die sich mit diesem Lerngegenstand
beschaftigen. Um den Fokus an dieser Stelle auch auf die allgemeinen Kompetenzen zu len-
ken, wird erlautert, welche der sechs Kompetenzen jeweils fir die Beantwortung der
Aufgabe wie bendtigt werden. Diese Ausfuhrungen zeigen gleichzeitig Mdglichkeiten auf,
durch welche Art von Aufgabenstellungen die sechs Kompetenzen im Mathematikunterricht
geférdert werden kénnen. Es ist jedoch nicht mdglich, an dieser Stelle die ganze Bandbreite
der prozessbezogenen Kompetenzen vorzustellen. Daflir sei auf die einschlagige Literatur

verwiesen (z. B. Blum et al., 2010).
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Beispielaufgabe 1: ,Anteile in geometrischen Objekten®

Welche Anteile sind grau gefarbt?

Trage jeweils einen passenden Bruch und einen passenden Prozentsatz in die
Tabelle ein.

gefarbter Anteil gefarbter Anteil
als Bruch als Prozentsatz
3 75%
4

Die Aufgabe ,Anteile in geometrischen Objekten® spricht auf inhaltlicher Ebene klar die Grund-
vorstellung von Bruchzahlen als Teil eines Ganzen an (Beispielaufgabe 1). Es werden unter-
schiedliche ,Ganze“ angeboten, die den Schilerinnen und Schilern aufzeigen, dass es kein
starres ,Ganzes” gibt, sondern verschiedene Visualisierungen moglich sind. Neben der An-
gabe des gefarbten Anteils der Figuren als Bruch, wird auch die Angabe des Prozentsatzes
gefordert. Um rechnerisch auf die Losung zu kommen, rechnen die Schulerinnen und Schuler

3
in der ersten Zeile zum Beispiel 7 100 % = 75 % . Dabei stellt die Multiplikation ein ,Anteil-

Nehmen® dar, wie es bei dem Aufbau von Vorstellungen zur Multiplikation von Brichen ver-
mittelt werden sollte. Auf Ebene der allgemeinen Kompetenzen werden bei dieser Aufgabe
die Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden (K4) und mit symbolischen,
formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5) angesprochen. Es gilt,
den Darstellungen von geometrischen Objekten die Information zu entnehmen, in wie viele
Teilobjekte sie eingeteilt sind und wie viele davon eingefarbt wurden (K4). Diese Information
soll Gbertragen werden auf eine Bruchzahl, bei welcher der Nenner aus der Anzahl der gleich
grol3en Teilobjekte besteht und der Zahler aus den davon eingefarbten Teilen. Die eingefarbte
Flache soll zudem als prozentualer Anteil am Ganzen angegeben werden (K5).
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Beispielaufgabe 2: ,Schokoladenfiguren*

In der Zeitung war Uber die Produktion von Schokoladenfiguren zu lesen:

Der Osterhase liegt deutlich vor dem Weihnachtsmann:
Schiitzungsweise 100 Millionen Hasen wurden im Jahr 2008 zum Osterfest produziert.”

Das Kreisdiagramm zeigt die Anteile der Weihnachtsmanner und Osterhasen an der
Produktion dieser Schokoladenfiguren.

Weihnachtsmanner

Osterhasen

davon
10 % dunkle Schokolade
90 % Milchschokolade

Teilaufgabe 1
Gib die ungefahre Anzahl der Osterhasen aus dunkler Schokolade an.

Erganze dazu den folgenden Satz.

Etwa Osterhasen waren aus dunkler Schokolade.

Wie viele Schokoladenfiguren insgesamt (Osterhasen und Weihnachtsmanner) wurden etwa
produziert?

Kreuze an.

O O O O O

100 Millionen 125 Millionen 150 Millionen 175 Millionen 200 Millionen

Auf inhaltlicher Ebene wird bei der Aufgabe ,Schokoladenfiguren® gefordert, die beiden
Begriffe Anteil und Anzahl voneinander abzugrenzen (Beispielaufgabe 2). Die Anteile der
Schokoladenfiguren werden in dem Kreisdiagramm prozentual angegeben. In dem Zeitungs-
text wird hingegen die Anzahl der Schokoladenosterhasen angegeben. In beiden Teilaufgaben
werden Anzahlen als Antworten erwartet. Zur Beantwortung der ersten Frage mussen die
Schilerinnen und Schiler erkennen, dass die Anzahl ,100 Millionen Hasen“ dem Text
entnommen werden kann und der Anteil ,10 % dunkle Schokolade“ aus der Beschreibung des
Diagramms. Hier wird ein Verstandnis der Multiplikation als ,,Anteil-Nehmen® bendtigt. Fur die
zweite  Teilaufgabe ist ein Kreisdiagramm als Visualisierung der gesamten
Schokoladenfigur-Produktion angegeben. Die Schilerinnen und Schiler kdénnen uber
verschiedene Strategien zu der korrekten Losung von Teilaufgabe 2 kommen. Sie kénnen die
Aufgabe zum Beispiel in Teilprobleme zerlegen. Aus dem Text sowie dem

Kreisdiagramm kann geschlossen werden, dass 100 Millionen Schokoladenosterhasen 57 %
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der gesamten Schokoladenfigur-Produktion darstellen. In einem ersten Schritt kann
berechnet werden, wie viele Schokoladenweihnachtsmanner dann 43% der gesamten
Produktion ausmachen. In einem zweiten Schritt konnen beide Anzahlen addiert werden, wo-
mit naherungsweise die Ldsung ,175 Millionen Schokoladenfiguren® erhalten wird.
Alternativ kdnnen die Schulerinnen und Schuler direkt die 57 % Schokoladenosterhasen auf

100% Schokoladenfigur-Produktion hochrechnen, da keine weiteren Figuren auller

Osterhasen und Weihnachtsméanner beachtet werden (-2 = 10051;“0' -100 ~ 175 Mio.). In
100

dieser Teilaufgabe wird die allgemeine Kompetenz Probleme mathematisch I6sen (K2)
angesprochen. Die Schulerinnen und Schiler kénnen mit mehr als einer Strategie zu dem
gesuchten Ergebnis kommen, wobei nicht direkt ersichtlich ist, wie dies geschehen kann (der
Weg ist zunachst unklar). Die Schilerinnen und Schiler kénnen das Problem zum Beispiel in
mehrere Teilprobleme zerlegen (erstes, zweischrittiges Beispiel) oder auch die heuristische
Strategie ,Vorwartsarbeiten“ anwenden (zweites Beispiel). In beiden Teilaufgaben werden zu-
dem die prozessbezogenen Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden (K4), mit
symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5) und ma-
thematisch kommunizieren (K6) angesprochen. Es mussen Informationen aus einem Kreisdi-
agramm und aus einem mathematikhaltigen Text entnommen werden und die Begriffe Anteil
und Anzahl korrekt verarbeitet werden (K4, K6). Zur Lésung der beiden Teilaufgaben sind

verschiedene Rechnungen notwendig (K5).
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Beispielaufgabe 3: ,Rdumungsverkauf*

Haufig wird ein Raumungsverkauf durchgefiihrt, wenn ein Geschaft B
umgebaut oder geschlossen wird. Dabei werden Waren billig RAUMUNGS-
angeboten und ihre Preise oft sogar mehrfach reduziert. VERKAUF

Abbildung 1

Teilaufgabe 1

In den letzten Tagen eines Raumungsverkaufs sagt der Geschéaftsfihrer: ,Um die
Lager leer zu bekommen, senken wir die bereits um 25 % reduzierten Preise
nochmals um 25 % gegenuber den schon reduzierten Preisen®.

vorher 120€
jetzt 69€

5

Abbildung 3

Uberpriife, ob der Endpreis der Jacke zur Aussage des Geschéftsfiihrers passt.
Kreuze an.
O Ja [0 Nein

Begriinde deine Entscheidung.

Das letzte Beispiel zum Thema Anteile in den VERgleichsArbeiten der 8. Klassen ist die
Aufgabe ,Raumungsverkauf‘ (Beispielaufgabe 3). Es wird auf einen Kontext aus der
Lebenswelt der Schilerinnen und Schiler zurtickgegriffen. Die korrekte Lésung der Aufgabe
besteht aus der Antwort ,Nein“ inklusive einer Begriindung flir diese Entscheidung. Die Rech-

nung zum Abzug von zwei Mal 25% des Ursprungspreises kann zum Beispiel
zweischrittig wie folgt aussehen: 120€~%=90€ und 90€-%=67,50€. Es wird also

inhaltlich erneut das Verstandnis der Multiplikation als ,Anteil-Nehmen* abgepruft, in Kombi-
nation mit einem Kontext aus der Prozentrechnung. Auf Ebene der allgemeinen Kompetenzen
werden dieses Mal die Kompetenzen mathematisch argumentieren (K1), mathematisch mo-
dellieren (K3) und mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik
umgehen (K5) angesprochen. Anders als bei den vorangegangenen Beispielen wird hier eine

Begrindung fur die Entscheidung ja / nein gefordert (K1). Mathematisches Modellieren ist
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notwendig, da die Aufgabe eine realititsnahe Problemstellung aufzeigt, die mit
mathematischen Methoden bearbeitet werden soll (K3). In dem Aufgabenbeispiel ,Schokola-
denfiguren® sind mathematische Darstellungen gegeben, sodass kein Ubertragen der realen
Situation in die ,Welt der Mathematik® notwendig ist und die Kompetenz Probleme mathema-
tisch 16sen (K2) statt der Kompetenz mathematisch modellieren (K3) abgepruft wird. Bei der
Aufgabe ,Raumungsverkauf* sind hingegen realweltliche Darstellungen gegeben und es ist
eine Mathematisierung der Situation notwendig (K3). Die zweimalige Preissenkung erfordert

schliellich die Rechnung mit Prozenten oder Bruchzahlen (K5).

4 Die Leitidee Raum und Form

Unter der Leitidee Raum und Form werden in den Bildungsstandards im Fach Mathematik flr
den mittleren Schulabschluss verschiedene inhaltsbezogene Kompetenzen zusammenge-
fasst. Diese lauten (KMK, 2003, S. 11):

,Die Schiilerinnen und Schiiler

e erkennen und beschreiben geometrische Strukturen in der Umwelt,

e operieren gedanklich mit Strecken, Fldchen und Kérpern,

e stellen geometrische Figuren im kartesischen Koordinatensystem dar,

o stellen Kérper (z.B. als Netz, Schragbild oder Modell) dar und erkennen Kérper aus
ihren entsprechenden Darstellungen,

e analysieren und klassifizieren geometrische Objekte der Ebene und des Raumes,

e beschreiben und begriinden Eigenschaften und Beziehungen geometrischer Objekte
(wie Symmetrie, Kongruenz, Ahnlichkeit, Lagebeziehungen) und nutzen diese im Rah-
men des Problemlésens zur Analyse von Sachzusammenhéngen,

e wenden Sétze der ebenen Geometrie bei Konstruktionen, Berechnungen und Bewei-
sen an, insbesondere den Satz des Pythagoras und den Satz des Thales,

e zeichnen und konstruieren geometrische Figuren unter Verwendung angemessener
Hilfsmittel wie Zirkel, Lineal, Geodreieck oder dynamische Geometriesoftware,

e untersuchen Fragen der Lésbarkeit und Lésungsvielfalt von Konstruktionsaufgaben
und formulieren diesbeziiglich Aussagen,

e setzen geeignete Hilfsmittel beim explorativen Arbeiten und Problemlésen ein.”

In den Bildungsstandards Mathematik fir den Hauptschulabschluss finden sich viele der
genannten Aspekte wieder, es wird jedoch weniger der Fokus auf Problemlése- und Beweis-
prozesse gelegt (KMK, 2004a). Ebenso finden fachliche Analysen und exploratives Arbeiten
dort keine direkte Erwahnung. Besonders hervorgehoben werden in beiden Versionen der Bil-
dungsstandards im Bereich ebener Geometrie Konstruktionsaufgaben. Die Schilerinnen und

Schiler sollen dabei gezielt Satze der ebenen Geometrie anwenden und angemessene
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Hilfsmittel nutzen. Neben den gangigen Hilfsmitteln, wie Zirkel und Lineal, wird in den
Bildungsstandards in diesem Zusammenhang dynamische Geometriesoftware explizit aufge-
fuhrt.

In den folgenden drei Unterkapiteln wird, analog zu dem Vorgehen bei der Leitidee Zahl, zu-
nachst das Schwerpunktthema der diesjahrigen VERA-8 Erhebung Ebene Geometrie
naher betrachtet. Dabei wird zunachst dargestellt, welche Inhalte der ebenen Geometrie im
Laufe der Schulzeit thematisiert werden. Im Anschluss daran werden Konstruktionen in den
Blick genommen. Einerseits werden verschiedene Werkzeuge, ihr Nutzen und ihre
Bedeutung vorgestellt. Auf der anderen Seite werden (fachdidaktische) Grinde flr
Konstruktionen im Mathematikunterricht angefihrt und insbesondere betrachtet, welchen
Mehrwert dynamische Geometriesoftware (DGS) haben kann. Es wird ein Beispielszenario fir
den Unterricht erlautert, bei dem Konstruktionen in GeoGebra zu kreativen Losungen einer
Modellierungsaufgabe flihren kdnnen (Hertleif, 2018). Abgeschlossen wird Kapitel 4 mit
Beispielen zu VERA-8 Aufgaben aus dem Bereich der ebenen Geometrie. Wie schon in
Kapitel 3.3 werden die Aufgaben auf die bendtigten inhaltlichen Fahigkeiten aus dem Bereich
Ebene Geometrie® untersucht sowie die erforderlichen prozessbezogenen Kompetenzen be-

schrieben.

4.1 Schwerpunktthema: Ebene Geometrie

Mit Einfihrung der Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich wurde ,ein
geometrisches Kerncurriculum flir den Grundschulbereich® formuliert (Stralzer, 2015, S. 8).
Schon in der Grundschule lernen die Schilerinnen und Schiler viele Aspekte der ebenen Ge-
ometrie auf einer elementaren Ebene kennen (KMK, 2004b). Zum Beispiel sollen sie
lernen, geometrische Figuren und Abbildungen zu erkennen, darzustellen und zu benennen.
Aber auch Flacheninhalt und Umfang finden bereits hier Erwahnung, meist auf enaktiver oder
ikonischer Ebene, beispielsweise ,durch Auslegen mit Einheitsflachen* (KMK, 2004b, S. 10).
AulBerdem koénnen Faltaktivititen oder das Spannen geometrischer Figuren auf
einem Geobrett eine Rolle spielen (Franke & Reinhold, 2016). Flachen- und Umfangberech-
nungen koénnen zu der Leitidee Raum und Form gezahlt werden, was in den Bildungsstan-
dards fur den Primarbereich auch durchweg der Fall ist (KMK, 2004b). Da in der Sekundarstufe
die beiden Leitideen Raum und Form sowie Messen unterschieden werden, ergeben sich im
Inhaltsfeld Geometrie Uberschneidungen beider Leitideen (KMK, 2003, 2004a).

5 Anders als im Bereich der Bruchrechnung wurden im Bereich der Geometrie bis heute keine allgemein
anerkannten Grundvorstellungen formuliert, sondern es gibt lediglich erste Versuche solche herauszu-
arbeiten und zu benennen (Ludwig, Filler & Lambert, 2015). Aus diesem Grund findet der Begriff der
Grundvorstellungen in Kapitel 4 keine weitere Erwahnung.
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Flachen- und Umfangberechnungen werden dort der Leitidee Messen zugeordnet und

deshalb an dieser Stelle nicht weiter thematisiert.

In der Sekundarstufe werden die in der Grundschule vorwiegend ganzheitlich und handelnd
erfahrenen ebenen Figuren systematischer untersucht, indem ,Seiten-, Winkel-, Diagonalen-
und Symmetrieeigenschaften” thematisiert werden (Roth & Wittmann, 2018, S. 107). Zu den
elementaren Figuren wie Rechteck, Dreieck und Quadrat kommen weitere Figuren, wie zum
Beispiel Parallelogramme hinzu. Hierbei sind im Mathematikunterricht unter anderem das
eben schon erwadhnte Konstruieren sowie das Beweisen und das Problemlésen in der
ebenen Geometrie von zentraler Bedeutung (z. B. Holland, 2007; Weigand et al., 2018). Den
Autoren zufolge kdnnen unter Ruckgriff auf Konstruktionen sowohl Probleme geldst als auch
verschiedene Sachverhalte bewiesen werden. Konstruktionsaufgaben werden daher im

Folgenden naher in den Blick genommen.

Konstruieren kann man allgemein als das Erzeugen ideeller Objekte (auf Ebene der
Vorstellungen) verstehen (Ludwig & Weigand, 2018). Damit ist gemeint, dass beim Konstruie-
ren im Kopf Objekte entstehen kdnnen, die frei von Fehlern durch ungenaue technische Aus-
fuhrung sind. Es fihrt in der Vorstellung zu theoretisch exakten Ergebnissen. Zudem ist bei
klassischen Konstruktionen jeder einzelne Schritt klar nachvollziehbar, was als theoretische
Exaktheit bezeichnet wird. Praktisch jedoch kdnnen Konstruktionen, die per Hand
gezeichnet werden, niemals exakt sein. Beispielsweise werden durch das Ansetzen einer Zir-
kelspitze oder die Dicke eines Bleistifts auf dieser Ebene immer Ungenauigkeiten
verursacht (Ludwig & Weigand, 2018). In Tabelle 2 (linke Spalte) sind verschiedene Grinde
fur den Einsatz von Konstruktionsaufgaben im Geometrieunterricht aufgefuhrt. Konstruktions-
aufgaben bieten demnach vielfaltige Moglichkeiten flr Problemldse- und Beweistatigkeiten
(Hattermann, Kadunz, Rezat & Straer, 2015; Ludwig & Weigand, 2018). Sie kbnnen zum
Beispiel ,illustrative Beispiele flr Existenz und All-Aussagen liefern“ oder ,die Funktion und
Reichweite von Gegenbeispielen (Hattermann et al., 2015, S. 191) sowie unmégliche Kon-
struktionen aufzeigen. Des Weiteren kédnnen mithilfe von Konstruktionen neue Begriffe oder
Handlungsvorschriften eingefiihrt werden. Konstruktionen fordern praktische Fahigkeiten,
wenn zum Beispiel per Hand Zeichnungen angefertigt werden sollen. Es ist ebenso mdglich,
die Kreativitat der Schilerinnen und Schiler durch eigene Konstruktionen positiv zu beeinflus-
sen. Neben diesen Aspekten lassen sich methodisch einige Griinde flir Konstruktionen auf-
zahlen. Erneut werden Problemstellungen hervorgehoben, die sich in vielfacher Weise Uber
Konstruktionsaufgaben ergeben (Ludwig & Weigand, 2018). Auflterdem kdénnen Konstruktio-
nen haufig auf verschiedenen Schwierigkeitsniveaus gehandhabt werden und eignen sich so-
mit fur Differenzierungsaufgaben. Nicht zuletzt bieten Konstruktionsaufgaben die Mdglichkeit
der Wiederholung und Anwendung bereits behandelter Satze und Begriffe (Ludwig & Weigand,
2018).
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Tabelle 2: Griinde fiir Konstruktionsaufgaben im Rahmen des Geometrieunterrichts

Warum Zirkel- und Lineal-Konstruktio-

nen?

Warum dynamische Geometriesoftware?

Allgemeine und
inhaltsspezifische
Ziele und

Kompetenzen:

Entwickeln von Problemldsefahigkeiten
Entwickeln von Argumentationsfahig-
keiten

Einflhren neuer Begriffe (z. B. Paralle-
logramm, Mittelsenkrechte) und
Handlungsvorschriften (z. B. spiegeln,
zentrisch strecken)

Entwickeln kreativer Fahigkeiten
Entwickeln praktischer Fahigkeiten

(z. B. Feinmotorik, zeichnen)
Vermitteln von Kenntnissen Uber histori-
sche Wurzeln der Mathematik und als
zentrale Grundlage fiir den Aufbau von

dynamischer Geometriesoftware

Glltigkeit einer Konstruktion an ,sehr
vielen“ Einzelfallen Gberprifbar
(Variation)

Entdecken von Zusammenhangen, Ei-
genschaften, GesetzmaRigkeiten und
Séatzen (Variation)

Visualisierung der Bewegung von
konstruierten Punkten beim Variieren
von Objekten (Ortslinienfunktion)
Heuristisches  Hilfsmittel  (Ortslinien-
funktion)

Erzeugung von Konstruktions-Modulen
fur die Konzentration auf zentrale
Aspekte einer Problemlésung oder
Beweisfiihrung

Erzeugung von Modulen fiir die
Ubersichtlichere Darstellung eines

Lésungsweges

Methodische

Funktion:

Quelle fur Problemstellungen

Darstellung auf verschiedenen Schwierigkeitsstufen (Differenzierung)

Wiederholung und Anwendung bereits bekannter Begriffe und Satze

Bevor im nachsten Abschnitt ein unterrichtspraktischer Vorschlag fiir eine Konstruktionsauf-

gabe vorgestellt wird, werden unterschiedliche Werkzeuge dargestellt, die im Rahmen von

Konstruktionen eingesetzt werden kénnen. Ludwig und Weigand (2018) geben hierflr einen

guten Uberblick. Als klassische Werkzeuge nennen sie unter anderem Zirkel und

Lineal, das Geodreieck und den Computer. Alternativ werden, insbesondere flr den

Anfangsunterricht der Sekundarstufe |, das Spannen von Seilen, das Falten von Papier

sowie (Freihand-)Zeichnungen vorgestellt (vgl. Abbildung 6). Teilweise kdénnen diese

Werkzeuge schon aus Primarstufenzeiten bekannt sein. Sie bieten jedoch auch in der

Sekundarstufe noch vielfaltige Moglichkeiten zur Veranschaulichung und zum entdeckenden

Lernen.
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Abbildung 6: a) mit Seilen gespannte Quadrate auf einem Geobrett, b) ebener Schnitt durch einen
Wiirfel mittels eines Gummibandes und c¢) Konstruktion einer Winkelhalbierenden bzw. einer Mittelsenk-
rechten mittels Papierfalten

Auf zeichnerischer Ebene betonen Ludwig und Weigand (2018), dass es hilfreich und
zeitsparend sein kann, die Schulerinnen und Schiler Freihandzeichnungen von Objekten an-
fertigen zu lassen, bevor exaktere Konstruktionen durchgefiihrt werden. Dies gilt vor allem,
wenn das Durchflhren von Konstruktionen fur Schilerinnen und Schiler noch ungewohnt ist.
Anhand solcher Zeichnungen lassen sich schon diverse Eigenschaften einer Figur,
beispielsweise eines Parallelogramms, wiedergeben, bei denen eine exaktere Zeichnung kei-
nen direkten Mehrwert hatte. Dies soll jedoch nicht hei3en, dass es im Anschluss an
Freihandzeichnungen nicht wichtig und sinnvoll sei, zu exakteren Werkzeugen Uberzugehen.
Zu diesen zahlen die oben genannten klassischen Werkzeuge, etwa Zirkel-und-Lineal-Kon-
struktionen. Mit ihnen lassen sich die historischen Wurzeln der Mathematik Uber
Jahrtausende zurlckverfolgen (vgl. Tabelle 2). Schon ohne Messskala lassen sich mithilfe die-
ser beiden Werkzeuge verschiedenste Grundkonstruktionen herstellen. Beispielhaft sei die
Konstruktion eines Kreises aus seinem Mittelpunkt und einem Punkt auf der Kreislinie genannt.
Spater kénnen mittels eines Geodreiecks Winkel gemessen, Parallelen gezeichnet, sowie das
Geodreieck als Lot- und Tangentenzeichner herangezogen werden. Diese
Tatigkeiten hatten bis vor einigen Jahren vielfache Anwendungen bei verschiedenen

Berufen. Architekten, Bauzeichner und Nautiker nutzten vergleichbare Werkzeuge. Auch
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aktuell sind Kenntnisse Uber die Funktionsweisen und praktischen Durchfihrungen noch von
Nutzen, um verstandig mit den heute Ublichen (Computer-)Werkzeugen umgehen zu
kdnnen. Im Geometrieunterricht der weiterfuhrenden Schulen wird ebenso zunehmend mit di-
gitalen Werkzeugen und Medien gearbeitet, insbesondere die Nutzung dynamischer
Geometriesoftware (DGS) wie GeoGebra hat sich durchgesetzt. DGS kombinieren die
Maoglichkeiten von Zirkel- und Lineal-Konstruktionen mit Geodreieck-Operationen und bieten
zudem noch vielfaltige weitere Mdglichkeiten (vgl. Tabelle 2, rechte Spalte). Besonders
hervorzuheben ist an dieser Stelle der Zugmodus, welcher die Variation einer erstellten
Konstruktion ermdglicht. AuRerdem kdnnen Ortslinien von Punkten eingezeichnet werden,
wenn das konstruierte Gebilde variiert wird. Sind haufig bendétigte Konstruktionen wie die der
Mittelsenkrechten den Schulerinnen und Schilern bekannt, so gibt es die Mdglichkeit, diese
als Modul abzuspeichern. Dann kénnen diese bekannten Konstruktionen bei der Erstellung
komplexerer Konstruktionen automatisiert erzeugt werden. Im folgenden Abschnitt wird ein

Beispiel illustriert, wie eine DGS im Mathematikunterricht eingesetzt werden kann.

4.2 Modellieren mit dynamischer Geometriesoftware: Konstruktionsaufgabe

Hertleif (2018) stellt eine Modellierungsaufgabe vor, die in den Jahrgangsstufen 7 bis 9
flexibel auf unterschiedlichen Wissensstanden und Leistungsniveaus bearbeitet werden kann.
Ist die Klasse gewohnt, mit der DGS GeoGebra zu arbeiten, so reicht voraussichtlich eine
einzelne 45-minitige Unterrichtsstunde flr die Bearbeitung aus. Ansonsten sollte
besser eine Doppelstunde eingeplant werden. In dem genannten Artikel befindet sich neben
einer Kopiervorlage ein Verweis auf zusatzliches Online-Material. Dieses enthalt eine
GeoGebra-Datei, welche den Einstieg in die Bearbeitung der Aufgabe via DGS erleichtern

kann.

Modellieren erfordert eine Ubertragung einer realen Situation in die Mathematik sowie die spa-
tere Riickbesinnung auf die reale Situation. Ublicherweise wird dazu in der Schule ein vier-
schrittiger Modellierungskreislauf genutzt, etwa der in Abbildung 7 dargestellte Kreislauf nach
Blum (1985).°

6 Flir nahere Informationen zu den Prozessen, die bei der Bearbeitung einer Modellierungsaufgabe
ablaufen kénnen, sei auf die zahlreichen Veroffentlichungen dazu verwiesen (z. B. Blum, 1985; Bor-
romeo Ferri, Greefrath & Kaiser, 2013; Greefrath, 2018; Hinrichs, 2008; Leiss & Tropper, 2014).
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Math.
Modell

Reales
Modell

1 Vereinfachen, Struk-
turieren, Prazisieren

2 Mathematisieren

3 Math. Arbeiten

4 Ruck-Interpretieren
bzw. Anwenden

Reale
Situation

Math.
Resultate

Realitit Mathematik

Abbildung 7: Modellierungskreislauf nach Blum (1985)

Hertleif (2018) hebt besonders hervor darauf zu achten, dass die Schilerinnen und Schiler zu
Beginn wirklich (realweltliche) Annahmen treffen, Vereinfachungen vornehmen und diese spa-
ter bei der Interpretation des Ergebnisses berlcksichtigen sowie die Plausibilitat des
Ergebnisses validieren. Ansonsten bestehe die Gefahr, dass der Fokus zu stark auf die rech-
nerischen Tatigkeiten gelegt wird. Bei der Arbeit mit einer DGS wie GeoGebra sollte
zudem die Gefahr im Hinterkopf behalten werden, dass die Schilerinnen und Schiler
unreflektiert damit umgehen und per trial-and-error versuchen auf eine Losung zu kommen.
Diesem Vorgehen kann durch die Einforderung von gezielten Annahmen und Vereinfachun-
gen entgegengewirkt werden. Das heildt, dass die Schilerinnen und Schiler explizit dazu an-
gehalten werden sollen, ihre Annahmen und Vereinfachungen der Situation zu formulieren. In
dem Artikel von Hertleif (2018) werden verschiedene Chancen und Risiken des
DGS-Einsatzes beim Modellieren aufgezahlt, darunter auch die folgenden positiven Effekte:
Die Schilerinnen und Schiler kénnen in GeoGebra leicht verschiedene Modelle ausprobieren
und miteinander vergleichen, auch solche, die sie (noch) nicht erlernt haben. Die Zeit zur Kon-
struktion geometrischer Objekte kann verkurzt werden, ohne Genauigkeit zu verlieren. In eini-
gen Modellen ist es sogar modglich, am Computer deutlich genauer zu arbeiten als
es handisch méglich ware. Durch diese Zeitersparnis kann in Summe mehr Zeit fur die Be-

sprechung der Aufgabe und fur die Diskussion der Ergebnisse im Plenum bleiben.

In der Modellierungsaufgabe , Turm“ geht es um die Berechnung, wie grol3 die Flache einer

Etage eines Burogebadudes in KdIn-Deutz ist, die zur Miete angeboten wird (vgl. Abbildung 8).
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Abbildung 8: AuRenansicht des ,,KéInTriangle* sowie Grundriss einer Etage des Gebédudes

Etwa unter Ruckgriff auf die GeoGebra-Datei aus dem Online-Material von Hertleif (2018), in
der der Grundriss einer solchen Etage implementiert wurde, kénnen die Schulerinnen und
Schuler eigenverantwortlich tiberlegen, wie sie die Flache der Etage am genauesten berech-
nen konnen.” Da der Grundriss keiner Ublichen — aus dem Mathematikunterricht bekannten —
Form entspricht, missen die Schilerinnen und Schiler zunachst Annahmen treffen und
Vereinfachungen vornehmen. Vor der Berechnung der Flache kénnen sie die Flache mit ihnen
bekannten Formen anndhern, sie also ndherungsweise (re-)konstruieren. Die Schilerinnen
und Schiler, mit denen die Aufgabe getestet wurde, erstellten viele verschiedene
Modelle. Das einfachste entsprach einer Annaherung via Dreieck und Kreis. Hierbei wurde ein
(zu grol¥er) Kreis durch die drei Eckpunkte des Grundrisses gelegt sowie ein (zu kleines) Drei-
eck konstruiert, dessen Eckpunkte den Eckpunkten des Grundrisses entsprachen. Der Fla-
cheninhalt wurde in diesem Beispiel durch eine Mittelwertbildung der Flachen beider
Annaherungen bestimmt. Fur weitere, zum Teil mathematisch deutlich komplexere Modelle,
die von den Schilerinnen und Schulern selbststandig entwickelt wurden, sei auf die Original-
quelle verwiesen (Hertleif, 2018). Die Unterrichtsstunde sollte damit abgeschlossen werden,
dass die gefundenen Ergebnisse im Plenum gesammelt, verglichen und gegeneinander abge-
wogen werden. So kann die Reflexionsleistung der Schilerinnen und Schiler unterstitzt und
gefordert werden. Aullerdem kann erreicht werden, dass sie Mathematikaufgaben — insbeson-
dere solche mit realem Kontext — nicht in jedem Fall als eindeutig Idsbar ansehen, sondern die
Abhangigkeit der Loésung von getroffenen Annahmen und Vereinfachungen

erfassen.

7 Da der Grundriss frei im Internet verfiigbar ist, kann er alternativ von jeder Person selbst bei
GeoGebra eingefligt werden.
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Die Annaherung von ungewodhnlichen Flachen durch bekannte Objekte bietet vielfaltige
Méglichkeiten fir anwendungsbezogene (Modellierungs-)Aufgaben. Ein weiteres Beispiel
kann bei Hertleif und Adamek (2016) nachgeschlagen werden, bei dem die Flache des
Pillnitzer Schlossgartens modelliert und (re-)konstruiert werden soll. Es sind in der ebenen
Geometrie aber naturlich im Bereich des Modellierens (mit und ohne DGS) auch diverse
andere mathematische Inhalte als die Betrachtung von Flacheninhalten méglich. Eine Model-
lierungsaufgabe zum Satz des Pythagoras stellt zum Beispiel die Feuerwehr-Aufgabe und da-
bei die Frage nach der maximalen Rettungshéhe mithilfe eines Feuerwehrautos dar (Fuchs &
Blum, 2008; Holzapfel & Leiss, 2014).

4.3 Ebene Geometrie in den VERA-8 Erhebungen

In den VERgleichsArbeiten der 8. Klassen wurde die oben dargestellte allgemeine Kompetenz
mathematisch modellieren (K3) im Rahmen der Leitidee Raum und Form mit dem Schwer-
punkt Ebene Geometrie bisher nicht getestet. In diesem Abschnitt zu Ebener Geometrie in den
VERA-8 Erhebungen werden Beispielaufgaben dargestellt. Um den Fokus auf die weiteren,
prozessbezogenen Kompetenzen zu lenken, wird zudem erldutert, welche der Kompetenzen
jeweils fur die Beantwortung der Aufgabe bendétigt werden und inwiefern dies der Fall ist. Diese
Ausflihrungen sollen erneut aufzeigen, durch welche Art von Aufgabenstellungen die
allgemeinen Kompetenzen (auch im Mathematikunterricht) geférdert und abgeprift werden

konnen.
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Beispielaufgabe 4: ,Kreise und Vierecke"

Gegeben ist jeweils ein Kreis mit dem Radius r=3 cm.

Teilaufgabe 1

Zeichne ein Rechteck so ein, dass
seine vier Eckpunkte auf der
Kreislinie liegen.

Das Rechteck soll genau doppelt so
lang wie breit sein.

Teilaufgabe 2

Zeichne ein Quadrat exakt so ein,
dass seine vier Eckpunkte auf der
Kreislinie liegen.

Teilaufgabe 3

Martin sagt: ,Wenn ich eine Raute
(Rhombus) ABCD so einzeichne, dass
die Eckpunkte B und D auf der Kreislinie
liegen, mussen auch die beiden anderen
Eckpunkte A und C immer auf der
Kreislinie liegen.*

Hat Martin Recht?

Kreuze an.

O Ja 0 Nein

Begriinde deine Entscheidung.

Die Aufgabe ,Kreise und Vierecke® ist eine klassische Konstruktionsaufgabe (Beispielauf-

gabe 4). In Teilaufgabe 2 ist den Schiilerinnen und Schilern sowohl der Ausgangspunkt als

auch das Ziel der Aufgabe klar. Wie sie jedoch dieses Ziel erreichen kénnen, ein Quadrat mit

vier Ecken auf der Kreislinie in den Kreis einzuzeichnen, ist nicht vorgegeben. Es gibt nicht

den einen Weg, der zur Losung fuhrt, sondern sie kdnnen Uber verschiedene Strategien zu
einer erfolgreichen Lésung gelangen. Eine Mdglichkeit stellt die heuristische Strategie ,Rlck-

wartsarbeiten“ dar. Die Lernenden gehen dabei von einem Quadrat aus und Uberlegen sich

passende Eigenschaften des Quadrats. Davon ausgehend kénnen sie im Anschluss ihr
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Vorgehen planen und die Konstruktion durchfiihren. Ergebnis sollten zwei
orthogonale Geraden durch den Mittelpunkt des Kreises sein, welche die vier Eckpunkte des
Quadrates an der Kreislinie markieren. Dadurch, dass verschiedene Strategien zum Ziel
fuhren kénnen und kein direkt ersichtlicher Weg vorgegeben ist, wird bei Teilaufgabe 2 die
prozessbezogene Kompetenz Probleme mathematisch l6sen (K2) angesprochen. Bei der
Konstruktion des Quadrates mithilfe eines Werkzeugs wie dem Geodreieck werden
aulRerdem die beiden Kompetenzen mathematische Darstellungen verwenden (K4) und
mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5)
gefordert. Teilaufgabe 3 stellt ein gutes Beispiel daflr da, wie Konstruktionsaufgaben mit Ar-
gumentationen verknipft werden kénnen. Die Aussage von Martin zeigt eine typische
All-Aussagen-Aufgabe auf, bei der die Schilerinnen und Schiler erkennen missen, dass sie
diese anhand eines einzelnen Gegenbeispiels widerlegen kénnen. Um zu einem solchen Ge-
genbeispiel zu gelangen, sind erneut verschiedene Strategien moglich. Die Lernenden kénnen
beispielsweise durch systematisches Variieren, ausgehend von einem Quadrat als Spezialfall
einer Raute, zu der gewlnschten Losung kommen. Durch die Forderung nach einer Begrin-
dung ist diese Aufgabe klar der Kompetenz mathematisch argumentieren (K1) zuzuordnen.
Da erneut verschiedene Strategien angewandt werden kdnnen, wird aul3erdem die Kompetenz
Probleme mathematisch I6sen (K2) angesprochen. Ebenfalls wird mit mathematischen Dar-
stellungen umgegangen, weshalb auch mathematische Darstellungen verwenden (K4) beno-

tigt wird.
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Beispielaufgabe 5: ,Bewege C*

Mit einer Geometrie-Software wurde Folgendes konstruiert: eine Strecke AB,
dazu die Mittelsenkrechte m und ein Punkt C auf m. C wird mit A und B
verbunden, um das Dreieck ABC zu erhalten.

Der Punkt C wird auf der Mittelsenkrechten m nach unten bewegt. In der
Zeichnung siehst du zwei Beispiele mit verschiedenen Positionen von C:

m m

o

35

A M \B A{

Teilaufgabe 1

C soll so weit nach unten bewegt werden, dass ein gleichseitiges Dreieck ABC
entsteht.

Konstruiere dieses Dreieck in Figur 1.

Teilaufgabe 2

C soll an eine Position bewegt werden, in der ein rechtwinkliges Dreieck ABC
entsteht.

Konstruiere dieses Dreieck in Figur 2.

Das zweite Beispiel ,Bewege C“ aus dem Bereich Ebene Geometrie stellt erneut eine
Konstruktionsaufgabe dar (Beispielaufgabe 5). Dieses Mal wird gedanklich mit einer dynami-
schen Geometriesoftware gearbeitet. Um dies auf Papier zu handhaben, missen die
Schulerinnen und Schiler aus den Werkzeugen Zirkel-und-Lineal oder Geodreieck wahlen.
Es fuhren wieder mehrere Strategien zu einer korrekten Lésung. Wichtig ist, dass die
Schilerinnen und Schiiler aus dem Text die Informationen entnehmen, dass es sich bei m um
die Mittelsenkrechte der Strecke AB handelt und dass die Konstruktion eines gleichseitigen
Dreiecks gefordert ist. Dessen Eigenschaften missen den Schilerinnen und Schiilern bekannt
sein, um eine korrekte Konstruktion durchzufiihren. Entweder wird ausgenutzt, dass alle drei
Winkel 60° betragen missen oder sie zeichnen zwei Kreise um A bzw. B mit jeweils dem
Radius 4B. Der Schnittpunkt beider Kreise mit der Mittelsenkrechten m gibt den Punkt C eines
gleichseitigen Dreiecks an. Da aus einem mathematikhaltigen Text Informationen enthommen
werden mussen, wird bei dieser Aufgabe die prozesshezogene Kompetenz
mathematisch kommunizieren (K6) gefordert. Auerdem muss die gegebene geometrische
Konstellation analysiert werden, weshalb mathematische Darstellungen verwenden (K4) an-
gesprochen wird. Durch die Planung der Konstruktion auf verschiedenen denkbaren

Wegen wird, wie schon bei den Aufgaben zuvor, die Kompetenz Probleme mathematisch
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I6sen (K2) gefordert und die Konstruktion selbst erfordert den Umgang mit technischen Ele-
menten der Mathematik (K5).

5 AbschlieBende Anmerkungen

Die diesjahrigen didaktischen Handreichungen beinhalteten erstmalig zwei Themenschwer-
punkte aus zwei inhaltsbezogenen Kompetenzen (Leitideen), die als Erganzungsmodule fur
die VERA-8 Testung zur Auswahl standen. Im Bereich der Leitidee Zahl war dies der Schwer-
punkt Anteile. Im Bereich der Leitidee Raum und Form der Schwerpunkt Ebene
Geometrie. Aus beiden Themen wurden zentrale Inhalte betrachtet, welche durch die
Bildungsstandards vorgegeben werden. Zum Abschluss sei noch einmal darauf hingewiesen,
dass es an dieser Stelle nicht moglich war, alle inhaltlichen Aspekte aus beiden Bereichen
darzustellen, sofern diese Inhalte Uberhaupt eindeutig und vollstandig festlegbar sind. Es
wurde jedoch versucht auf besondere Hirden und Mdéglichkeiten sowohl bei dem Thema An-
teile als auch im Feld der Ebenen Geometrie hinzuweisen und Anregungen fur die
Unterrichtspraxis zu geben. Zudem wurde aufgezeigt, welche Aufgabenmerkmale darauf hin-
deuten, bestimmte prozessbezogene Kompetenzen abzuprifen. Diese kdénnen und
sollten auch im Mathematikunterricht dazu genutzt werden, die allgemeinen Kompetenzen zu
fordern. Auch in Bezug auf die prozessbezogenen Kompetenzen sei abschlielend erneut da-
rauf hingewiesen, dass die Kompetenzen K1 bis K6 komplexer sind, als in den Beispielen
gezeigt werden konnte. Fur weitere Beispiele und Anmerkungen stellt die in den vorangegan-

genen Kapiteln genannte Literatur eine gute Ausgangslage dar (z. B. Blum et al., 2010).
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