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1. Allgemeine Erlauterungen zum Fach Mathematik

Im Folgenden werden wesentliche Komponenten der Bildungsstandards Mathematik fir den
Primarbereich sowie die hierzu empirisch konstruierten Kompetenzstufen kurz dargestellt.
Ferner wird der mathematische Kompetenzbereich Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit
erlautert. SchlieRlich werden einige allgemeine Uberlegungen zu einem Mathematikunterricht
skizziert, der gute Voraussetzungen flr das Erreichen der durch die Standards vorgegebe-
nen Ziele bietet. Detailliertere unterrichtliche Anregungen sowie spezifische Aufgaben sind in
den aufgabenspezifischen didaktischen Kommentaren zu finden.

2. Kompetenzorientierung und Bezug zu den Bildungsstandards

2.1 Die Bildungsstandards Mathematik

Die Bildungsstandards Mathematik fir den Primarbereich beschreiben die fachbezogenen
Kompetenzen, die Schilerinnen und Schiler bis zum Ende der vierten Jahrgangsstufe er-
worben haben sollen. Kompetenzen sind kognitive Fahigkeiten und Fertigkeiten, die in akti-
ver Auseinandersetzung mit substantiellen Fachinhalten erworben werden kénnen. Dabei
wird zwischen allgemeinen und inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen unter-
schieden.

Das wesentliche Ziel der Bildungsstandards ist es, die Qualitdt des Unterrichts zu steigern
und dadurch die Leistungen und fachbezogenen Einstellungen aller Schilerinnen und Schu-
ler zu verbessern. Entsprechend sollen die Standards eine Orientierung Uber verbindliche
Zielerwartungen bieten. Verbunden mit den Bildungsstandards in der Primarstufe sind Mog-
lichkeiten zur UberprUfung, inwieweit diese Ziele am Ende der Klassenstufe 4 erreicht wor-
den sind.

Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen umfassen fachliche Fahigkeiten, die in allen
Inhaltsbereichen der Mathematik bedeutsam sind. Im Einzelnen sind dies:

e Technische Grundfertigkeiten,’

e Problemlésen,

e Kommunizieren,

e Argumentieren,

e Darstellen,

e Modellieren.

"In den ,Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich* der Kultusministerkonferenz
vom 15.10.2004 (https://www.igb.hu-berlin.de/bista/subject) ist die allgemeine mathematische Kompe-
tenz ,Technische Grundfertigkeiten“ noch nicht enthalten. Eine inhaltlich dhnlich beschriebene allge-
meine mathematische Kompetenz findet sich allerdings bereits bei den Bildungsstandards fir den
Sekundarbereich (,Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der Mathematik umge-
hen®). Mittlerweile wurden im Zuge der Entwicklung von Kompetenzstufenmodellen in Mathematik
auch fur den Primarbereich die allgemeinen mathematischen Kompetenzen durch die sechste Dimen-
sion der ,Technischen Grundfertigkeiten” erganzt, weil diese Dimension in den anderen allgemeinen
mathematischen Kompetenzen nicht hinreichend abgedeckt schien (vgl. Winkelmann/Robitzsch
2009). Ferner hat sich gezeigt, dass diese Dimension vor allem zur differenzierten Beschreibung der
Aufgaben im unteren Leistungsbereich hilfreich ist. Die Ergdnzung findet sich auf Seite 5 des ,Kompe-
tenzstufenmodells zu den Bildungsstandards im Fach Mathematik flir den Primarbereich (Jahrgangs-
stufe 4)“ in der Fassung vom 11.02.2013 unter https://www.igb.hu-berlin.de/bista/ksm.
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Die fur die Primarstufe beschriebenen inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen be-
ziehen sich auf fiinf mathematische Leitideen:

e Zahlen und Operationen,

e Raum und Form,

e Muster und Strukturen,

e Grdlen und Messen,

o Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit.

Diese Leitideen sollen den Schulerinnen und Schulern helfen, zentrale mathematische Kon-
zepte kennenzulernen und zu verstehen sowie den vernetzten Charakter der Mathematik zu
erkunden. Zu den Leitideen werden inhaltsbezogene Kompetenzen unterschiedlichen Abs-
traktionsgrades formuliert (s. Kultusministerkonferenz 2005).

2.2 Kompetenzstufen im Fach Mathematik

Die oben kurz dargestellte Konzeption der Bildungsstandards Mathematik bildet einen theo-
retischen Rahmen zur Konzeption guten Mathematikunterrichts. Im Sinne der ,Output-
Orientierung”“ ist von Interesse, was Schulerinnen und Schdler verschiedener Altersstufen
und verschiedener Bildungsgange ,tatsachlich kdnnen®.

Auf der Grundlage empirischer Daten lassen sich sowohl Aufgaben — nach Schwierigkeit —,
als auch die Schilerinnen und Schiler — nach Leistungsfahigkeit — verschiedenen ,Kompe-
tenzstufen® zuordnen, was allen fir die Unterrichtskonzeption Verantwortlichen hilfreiche
Orientierungen geben kann.

Mit Hilfe entsprechender Daten wurde ein Kompetenzstufenmodell erarbeitet, das funf hie-
rarchisch angeordnete Kompetenzstufen enthalt, die bei der Beschreibung von mathemati-
schen Basiskompetenzen beginnen und bis zur Identifizierung eines elaborierten und souve-
ranen Umgangs mit Mathematik in der Primarstufe gehen (vgl. Reiss, Roppelt, Haag, Pant &
Koller 2012; Reiss & Winkelmann 2008; 2009). Das Modell umfasst alle in den Bildungsstan-
dards ausgewiesenen mathematischen Leitideen. Es ermdglicht auf breiter Basis die Inter-
pretation der mathematischen Kompetenz von Schilerinnen und Schilern am Ende der vier-
ten Jahrgangsstufe.

Optimalstandard: Kompetenzstufe V (Punktwerte ab 600): Modellierung
v komplexer Prableme unter selbststandiger Entwicklung geeigneter
Strategien

500 Regelstandard plus: Kompetenzstufe IV (Punktwerte von 530 bis 599
v sicheres und flexibles Anwenden von begrifflichem Wissen und
Prozeduren im curricularen Umfang
Regelstandard: Kompetenzstufe Il (Punktwerte von 460 bis 529):
m Erkennen und Nutzen von Zusammenhéngen in einem vertrauten
{(mathematischen und sachbezogenen) Kontext

460
Mindeststandard: Kompetenzstufe Il (Punktwerte von 390 bis 459):
it einfache Anwendungen von Grundlagenwissen (Routineprozeduren in
. einem klar strukturierten Kontext)
390
1

Kompetenzstufe | (Punktwerte unter 390): technische Grundlagen
(Routineprozeduren auf Grundlage einfachen begrifflichen Wissens)

Abbildung 1.: Ubersicht der Kompetenzstufen aus dem Kompetenzstufenmodell fiir das Fach
Mathematik in der Grundschule



Mindeststandard. Als Ausgangswert fur die Stufeneinteilungen wurde jeweils das obere Ende
von Kompetenzstufe | gewahlt, und zwar so, dass alle Aufgaben mit Kennwerten unterhalb
dieses Schwellenwerts nur solche Anforderungen stellen, deren einigermalen sichere Erfll-
lung von allen Schiilerinnen und Schiilern des jeweiligen Bildungsgangs erwartet werden
muss; man spricht hier vom Mindeststandard des Bildungsgangs. Schulerinnen und Schiler,
die zum Ende der vierten Jahrgangsstufe die Kompetenzstufe Il nicht erreichen und somit
diesen Mindeststandard von 390 Punkten nicht erflillen, haben einen besonderen Férderbe-
darf.

Regelstandard. Der Regelstandard, den die Schulerinnen und Schiler zum Ende der vierten
Jahrgangsstufe zumindest im Durchschnitt erfiillen sollen, ist hdher angesetzt. Schiilerinnen
und Schiler, die mindestens 460 Punkte und damit die Kompetenzstufe Il oder eine hdhere
erreicht haben, erfillen die in den Bildungsstandards beschriebenen Erwartungen und errei-
chen den von der KMK festgelegten Regelstandard.

Die oberste Stufe des hier vorgestellten Kompetenzmodells ist nach oben offen, d. h. es sind
prinzipiell noch schwierigere ltems und noch héhere Leistungen moglich, als in der zugrunde
liegenden Erhebung vorkamen. Dementsprechend ist die niedrigste Stufe nach unten offen,
d. h. es sind noch leichtere Items denkbar, die auch noch von sehr schwachen Schiilerinnen
und Schilern geldst werden kénnen.

3. Beschreibung der zu testenden Kompetenzbereiche

In den VERA-3 zur Mathematik werden pro Jahr jeweils zwei der finf inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche umlaufend gepruft. Zu der Domane Daten, Héufigkeit und Wahrschein-
lichkeit werden im Folgenden einzelne Aspekte des Kompetenzbereiches differenziert dar-
gestellt. Die Ausflhrungen stitzen sich im Wesentlichen auf die Beschreibungen von
Walther et al. (2012).

3.1 Der Kompetenzbereich ,,Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit” in den
Bildungsstandards

Der Kompetenzbereich Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit hat héchste praktische
Relevanz und erdffnet somit zahlreiche anwendungsbezogene Ubungsfelder. In den Bil-
dungsstandards umfasst die Leitidee Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit drei wesentli-
che zusammenhangende Aspekte mit zahlreichen mathematischen Bezlugen. In der kurzen
Darstellung der Bildungsstandards werden davon die folgenden Kompetenzen explizit ge-
nannt:

e Daten erfassen und darstellen
e Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten vergleichen?

Demgegenuber sind Kompetenzen im Bereich Héaufigkeiten eher implizit vorhanden. Beim
Entwerfen von Aufgaben missen allerdings alle Aspekte in den Blick genommen werden.
Daher werden an dieser Stelle die unterschiedlichen Herausforderungen flr alle drei Berei-
che anhand entsprechender Beispiele aus VERA-3 erlautert.

3.1.1 Daten erfassen und darstellen

Der Bereich Daten umfasst zum einen das Darstellen von Daten in Schaubildern, Diagram-
men und Tabellen. Dies kann vor allem im Unterricht besonders auf der Basis von Daten

2 siehe Kultusministerkonferenz 2005, S. 11 unter https://www.igb.hu-berlin.de/bista/subject.

5



geschehen, die selbst gesammelt und strukturiert wurden. Zum anderen sollen aber auch
gezielt Daten aus Tabellen, Schaubildern und Diagrammen entnommen werden.

Der Umgang mit Daten stellt einen wichtigen Aspekt fir eine Propadeutik der Wahrschein-
lichkeitsrechnung dar. Auflerdem ist er geeignet, verschiedene Reprasentationsebenen
anzusprechen und damit auch den Ausbau der allgemeinen Kompetenz ,Mathematische
Darstellungen verwenden® zu starken.

3.1.2 Haufigkeiten

Ein weiterer Aspekt im Hinblick auf den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten ist das Betrachten
von Méglichkeiten (etwa fiir das Ergebnis eines Zufallsexperiments). In der Uberschrift der
Leitidee wird dabei der Begriff ,Haufigkeit“ gewahlt. Nun ist dieser Begriff eng mit kombinato-
rischen Uberlegungen verbunden. Gerade Aufgaben zur Kombinatorik dienen der Vorberei-
tung bei der Entwicklung eines tragfahigen Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Um dies auch in der
Schulpraxis besser zu verankern, sollten entsprechende Aufgaben an dieser Stelle und unter
dieser Leitidee in die Vergleichsarbeiten integriert werden. Davon ist unbenommen, dass
entsprechend der Systematik der Bildungsstandards Aufgaben dieses Typs ggf. auch dem
Inhaltsbereich ,Zahlen und Operationen® zugeordnet werden kénnen.

3.1.3 Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten vergleichen

Den inhaltlichen Schwerpunkt Wahrscheinlichkeit im engeren Sinne umzusetzen gestaltet
sich etwas schwieriger. So gibt es hier wenige Aufgabentypen, die bereits fir die Grund-
schule geeignet sind. Es darf nicht vergessen werden, dass wichtige Grundlagen einer
systematischen Behandlung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie etwa die Bruchrechnung,
in der Grundschule noch nicht behandelt sind. Es darf auch nicht vergessen werden, dass
gerade in diesem Inhaltsbereich Intuition und mathematische Theorie nicht immer konform
gehen. So wird etwa der Begriff ,wahrscheinlich® umgangssprachlich eher mit ,guten
Chancen” verbunden, wahrend der Begriff ,unwahrscheinlich“ auf eher ,schlechte Chancen*
hindeutet. In der mathematischen Umsetzung ist nur der Begriff der ,Wahrscheinlichkeit®
verankert, die durch einen Wert zwischen 0 und 1 ausgedrickt wird. Dabei bezeichnet ,0“ ein
unmogliches Ereignis und ,1“ ein sicheres Ereignis. Bei einer Wahrscheinlichkeit von 1/6 tritt
ein Ereignis auf lange Sicht in einem von sechs Faéllen ein, so wie es etwa beim Wirfeln
einer ,5° der Fall ist. Bei einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 ist ungefahr die Halfte der Falle
,gunstig®, was beispielsweise fur den Munzwurf oder das Wirfeln einer geraden Zahl gilt.
Nun aber jeweils klar zu sagen, ob ein bestimmter Wert zwischen 0 und 1 den umgangs-
sprachlichen Begriffen ,wahrscheinlich“ bzw. ,unwahrscheinlich® zuzuordnen ist, ware wenig
sinnvoll. Entsprechend sind daher Begriffe wie ,wahrscheinlich® oder ,unwahrscheinlich® fur
VERA nicht geeignet, konnten sie doch eher verwirrend als klarend sein — allenfalls in
Vergleichen ist es sinnvoll, davon zu sprechen, dass ein Ereignis wahrscheinlicher ist als ein
anderes oder weniger wahrscheinlich. Wie die Aufgabe ,Aussage zuordnen“ (Abbildung 5)
zeigt, bieten sich als Grundbegriffe ,mdglich, aber nicht sicher”, ,sicher” und ,unmaéglich“ an.

Neben der Kenntnis der Grundbegriffe, sollen die Schilerinnen und Schiler im Bereich der
Wahrscheinlichkeit auch Gewinnchancen bei einfachen Zufallsexperimenten einschétzen.

Aufgrund der Komplexitat der Aufgaben ist es sicher sinnvoll, diese, wenn mdglich, in einen
kindgerechten Kontext einzubetten, welcher der Lebenswelt der Kinder entstammt. Hierzu
zahlen besonders Wiirfelspiele oder der Minzwurf.

4. Anregungen fiur den Unterricht

Aufgaben wie die in VERA-3 kénnen nicht nur zur Feststellung des Leistungsstandes, son-
dern auch zur unterrichtlichen Forderung von Kompetenzen dienen. Dabei sei betont, dass
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nicht die Aufgaben per se bei den Schilerinnen und Schilern zur Ausformung, Festigung
und Weiterentwicklung der zu ihrer Losung benétigten Kompetenzen flhren, sondern nur
eine den Fahigkeiten der Schilerinnen und Schiler angepasste Auswahl kompetenzorien-
terter Aufgaben und deren adaquate Behandlung im Unterricht. Die Lernenden missen — so
belegen viele empirische Untersuchungen — ausreichend Gelegenheiten haben, die entspre-
chenden kompetenzbezogenen Tatigkeiten (wie Argumentieren oder Modellieren) selbst zu
vollziehen, mehr noch, Gber diese Téatigkeiten zu reflektieren, Losungswege zu begriinden,
verschiedene Wege zu vergleichen, Ergebnisse kritisch zu diskutieren und vieles andere
mehr. Die Ergebnisse nationaler und internationaler Leistungsvergleiche weisen darauf hin,
dass im Mathematikunterricht noch bewusster und noch konsequenter als bislang die umfas-
sende Kompetenzentwicklung der Schulerinnen und Schiler im Mittelpunkt der Arbeit stehen
sollte. In einem so verstandenen ,kompetenzorientierten Unterricht® achtet die Lehrkraft noch
mehr als bisher auf die individuellen Kompetenzstande der Kinder und macht Aufgabenan-
gebote fur verschiedene Leistungsniveaus.

Daten, Héaufigkeit und Wahrscheinlichkeit umfasst verschiedene Aspekte. Beim Betrachten
von Daten geht es um das Gewinnen von Ubersicht: Mehrere oder viele Daten sind so dar-
zustellen, dass man sie einerseits in ihrer Vielfalt wahrnehmen, andererseits zusammenfas-
send beschreiben kann — etwa durch typische ,Kennwerte®. In diesem Bereich werden daher
Kompetenzen zu GréBen und Messen zu Raum und Form und zu Zahlen und Operationen
zusammengefuhrt. So kommt ihm eine integrierende Funktion zu. Die betrachteten Daten
sollten nicht Uberwiegend fiktiv, sondern authentisch aus der eigenen Lebenswelt und aus
sfernen Welten“ stammen, um diese zu erschlielen. Ziel ist die Kompetenz, Darstellungen zu
Daten sowohl lesen als auch in gegebenem Rahmen selbst erstellen zu kénnen. Dabei tre-
ten Haufigkeiten auf, einerseits als absolute Haufigkeiten, andererseits in der qualitativen
Betrachtung als Anteile. Das ist ein propadeutischer Beitrag zur spateren formalisierten Be-
trachtung von Anteilen mit Brichen. Wahrscheinlichkeit als Phanomen wird vorwiegend qua-
litativ betrachtet, zunachst in der Kennzeichnung ,sicher, méglich aber nicht sicher, unmoég-
lich“. Wahrscheinlichkeiten werden nicht durch explizite Werte dargestellt, das wirde Bruch-
rechnung erfordern, vielmehr durch Wahrscheinlichkeitsvergleiche im Sinn von ,gleich wahr-
scheinlich® oder ,wahrscheinlicher als“. Das Ziel ist hier eine erste qualitative Annadherung an
rationales Argumentieren angesichts unsicherer Situationen.

Viele weitere Vorschlage fur kompetenzorientiertes Unterrichten sind z. B. in Bruder/Blch-
ter/Leuders (2008), Blum et al. (2006) oder Walther et al. (2012) enthalten.

Die hier stichwortartig genannten Aspekte sind kennzeichnend flr ,Unterrichtsqualitat® im
Fach Mathematik. Etwas systematischer kann man dabei drei Komponenten unterscheiden?.

e Eine fachlich gehaltvolle Unterrichtsgestaltung, die den Kindern immer wieder vielfal-
tige Gelegenheiten zu kompetenzbezogenen Tatigkeiten bietet (zum mathematischen
Modellieren, zum Argumentieren, zum Kommunizieren usw.) und bei der vielfaltige
Vernetzungen sowohl innerhalb der Mathematik als auch zwischen Mathematik und
Realitat hergestellt werden.

e Eine konsequente kognitive Aktivierung der Lernenden in einem Unterricht, der geis-
tige Schilertatigkeiten herausfordert, selbstéandiges Lernen und Arbeiten ermoglicht
und ermutigt, lernstrategisches Verhalten (heuristische Aktivitdten) fordert und ein
stetes Nachdenken Uber das eigene Lernen und Arbeiten (metakognitive Aktivitaten)
stimuliert.

o Eine effektive und schiilerorientierte Unterrichtsfiihrung, bei der verschiedene For-
men und Methoden flexibel variiert werden, Stunden klar strukturiert sind, eine sto-
rungspraventive und fehleroffene Lernatmosphéare geschaffen wird und Lernen und
Beurteilen erkennbar getrennt sind.

3 Man vgl. dazu das einleitende Kapitel in Blum et al. (2006).
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Es gibt sicher keinen universellen Kénigsweg zum Unterrichtserfolg. Man weif} aber aus vie-
len empirischen Untersuchungen, dass Unterricht nur dann positive Effekte haben kann,
wenn hinreichend viele dieser Qualitatskriterien erfullt sind (vgl. u. a. Helmke 2006).

Ein naheliegender Weg zur Realisierung eines solchen Unterrichts im Fach Mathematik ist
die Verwendung eines breiten Spektrums kompetenzorientierter Aufgaben, darunter auch
.Selbstdifferenzierende” (d. h. Aufgaben, die Zugange auf unterschiedlichen Niveaus ermdg-
lichen und dadurch fur starkere wie schwachere Schilerinnen und Schiler gleichermalen
geeignet sind).

Gerade offenere Aufgabenvarianten sind hier besonders gut geeignet, da sie Schilerinnen
und Schilern ermdglichen, entsprechend ihrer Fahigkeiten eigene Wege zu gehen und selb-
sténdig Losungen zu finden. Die Lehrkraft kann dabei versuchen, moglichst viele dieser L6-
sungswege zu beobachten und im Bedarfsfall unterstitzend einzugreifen, und sie kann nach
der Bearbeitung unterschiedliche Schiilerlésungen prasentieren und diskutieren lassen.
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